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Resumen

Es usual realizar inferencia con observaciones no correlacionadas, no obstante, en la vida real po-
demos encontrar datos que al parecer no poseen esta caracteristica, por ejemplo, datos sismicos,
de esta manera es necesario investigar que procedimientos estadisticos pudiesen ayudar en esta
idea y determinar si existe algun tipo de correlacién significativa o no entre dichas observaciones.

El presente articulo, aborda esta idea desde el punto de vista del enfoque Bayesiano, dando
un procedimiento para establecer la existencia de correlacién entre observaciones de subpo-
blaciones heterocedasticas, las cuales entre ellas estan no correlacionadas. Ademas este
nos permite trabajar con una sola muestra aleatoria sin la necesidad de tener réplicas de las
mediciones o tener tamanos muéstrales grandes para realizar el andlisis inferencial, que es lo
usual cuando se trabaja con analisis de varianzas o modelos de efectos aleatorios.
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A bayesian proposal for making inferences
in Heteroscedastic populations
with correlated observations

Abstract

Making an inference with correlated observations is very common. However, in real life we
can find data which do not match this characteristic, e.g., seismic data. Thus, it is necessary
to look into what statistical procedures may help make inferences and determine whether
there is some kind of significant correlation between those observations.

This article addresses this idea from a Bayesian approach and provides a procedure to establish
the existence of correlation between observations of heteroscedastic subpopulations, which are
not correlated between them. Furthermore, this approach allows us to work with a single ran-
dom sample without requiring measurement replications or larger sample sizes to make inferential
analysis —usually made when using variance analysis and random effect models.
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Introduccion

La motivacion principal de este articulo
es presentar una propuesta para reali-
zar inferencia en super poblaciones fini-
tas o infinitas, no existiendo correlacion
entre ellas, y bajo la caracteristica de
poseer una estructura de correlacion al
interior de estas.

Por ejemplo, datos como mediciones
sismicas se consideran que estan corre-
lacionados por la zona (subpoblacion), y
datos relacionados con el procesamien-
to de imagenes en los cuales la gama
de colores y el color suponen una inci-
dencia en la calidad de la imagen hacen
suponer una correlacion entre las medi-
ciones de estos. Este tipo de datos por
sus caracteristicas es natural trabajar-
los como modelos jerarquicos o mode-
los en multiniveles.

Los métodos mas utilizados en el anali-
sis de variables numéricas continuas
estan en su mayoria disenados en los
que se registra una Unica medida por
cada unidad de observacion, por ejem-
plo en andlisis de varianza y regresion.
Es poco usual poseer réplicas de medi-
ciones de un mismo individuo y ademas
la misma cantidad de ellas para todos
los individuos observados, que es el
caso cuando se trabaja con datos lon-
gitudinales  (temporales)  (Cannon,
2001)[8] o también en el caso de dise-

nos balanceados (Cnaan,1997)[9]; no
obstante podemos visualizar una cierta
correlacion entre la mediciones del indi-
viduo, por lo cual no pueden conside-
rarse como observaciones independien-
tes, supuesto bdsico para estimar un
modelo de regresion clasico. Otra clase
de estudios con observaciones correla-
cionadas son los datos agrupados, en
los que existe un diseno jerarquico, por
ejemplo datos agrupados en hospitales,
puede ocurrir que los pacientes que se
atienden en las distintas unidades ten-
gan ciertas caracteristicas muy simila-
res entre ellos, es decir nuevamente
bajo ciertos factores las observaciones
podrian no ser independientes entre
ellas (Leary, 2000)[16].

También estudios de crecimiento, en los
que el sujeto se evalla en diferentes
edades o momentos, se consideran co-
mo investigaciones de datos correlacio-
nados.

Modelos para el andlisis de respuestas
categoricas multivariadas correlaciona-
das han sido utilizados para medir la
calidad de la docencia (Casero,
2010)[10], en los cuales se visualizan
multiniveles (al menos tres), este tipo
de mediciones podrian estar correlacio-
nadas de acuerdo a la apreciacién que
los estudiantes poseen a priori del pro-
fesor, y esta influir en la evaluacién a
posteriori del docente.



Ademés autores (lta et al, 1998)[14],
hacen una introduccién sobre el mode-
lamiento con multiniveles en presencia
de datos (encuestas) correlacionados y
no correlacionados (Arijit et al
1982)[3], poniendo énfasis en estima-
dores sesgados e insesgados.

Estos agrupamientos, ademéas de re-
presentar una estructura especifica de
datos, constituyen unidades de analisis
que tienen interés por si mismas.

Esto es, debido a la importancia que
tiene considerar las variables medidas
en los distintos niveles de la jerarquia
es que permite entender la relevancia
de los participantes en el estudio. De
ahi, que el término multinivel (Golds-
tein, 2002)[13] se utilice tanto para de-
signar los niveles en que se pueden
agrupar los datos y para caracterizar a
las formas o técnicas utilizadas para
modelar relaciones que se dan dentro y
a través de los diferentes niveles.

Dicha estructura de jerarquizacion pue-
de ser analizada utilizando modelos, ya
sea desde el punto de vista clasico co-
mo Bayesiano, es este Ultimo en el que
se trabajo para realizar la estimaciones
en poblaciones infinitas, con datos
t-Student pudiéndose extender a otras
distribuciones.

Ademas esta teoria tiene como propdsi-
to flexibilizar el modelamiento bajo su-
puestos de independencia y/o idéntica

distribucion. No obstante el apoyo de
los avances tecnoldgicos, la rapidez de
procesamiento y generacion de algorit-
mos estadisticos, ha permitido que va-
riadas investigaciones se centren y se
sigan desarrollando en el anélisis y
modelamiento de estos, desde un enfo-
que paramétrico  (Ortega-Basulto,
2009)[17], (Bush, 1996)[7], como no
paramétrico (Casanova, 2007)[11],
(Orellana, 2002)[18], (Ranganathan,
2004)[2].

Diversos trabajos se han realizado bajo
el contexto de familias paramétricas
que contengan una amplia gama de dis-
tribuciones, las cuales posean algunas
caracteristicas como por ejemplo, sime-
tria o asimetria, colas mas o menos pe-
sadas (Thomson, 2005)[20], de tal ma-
nera de poder extender el modelamien-
to y tener algin grado de flexibilidad.
Es asi que este trabajo adoptara alguna
de ellas y presentaréd algunos modelos
bajo una estructura de correlacién de
manera que datos con las caracteristi-
cas mencionadas anteriormente puedan
ser modelados.

En diferentes investigaciones desarro-
lladas en poblaciones finitas, es usual
que se focalicen en estimaciones de
medias, percentiles, varianzas, entre
otras; todas estas desde el punto de
vista de modelos lineales, (Bolfarine et
al, 1992)[6], (Bellhouse, 1987)[5] las
cuales presentan resultados de estima-




dores sesgados e insesgados; dichas
investigaciones contemplan resultados
equivalentes entre muestreo aleatorio
simple y la nocién de variables aleato-
rias permutables, lo cual nos permite
realizar inferencia a partir de un buen
diseno de muestreo (Ericson, 1969)[12]
y extender dichos resultados a pobla-
ciones infinitas.

Practicamente hasta la década de los
80, la construccién de modelos conju-
gados y el anélisis asintético, consti-
tuian las dos Unicas formas de anélisis
Bayesiano. Asi, junto con los desarro-
llos conceptuales en la formulacion de
modelos y el aumento de la tecnologia
computacional, se ha dado un nuevo
impulso a los modelos bayesianos, cuya
versatilidad para modelar situaciones
mas complejas no habian sido explota-
das debido a resolucién de procesos
analiticos imposibles de resolver.

En los tiempos actuales se han imple-
mentado métodos de integracion y de
simulacion; luego el marco Bayesiano
parece ser el método a seguir para el
analisis de modelos de este tipo, ade-
mas el auge de las técnicas y/o méto-
dos de simulacion llamados en su gene-
ralizacion métodos MCMC, es decir,
Métodos Montecarlo con Cadenas de
Markov, se puede lograr en forma rela-
tivamente simple obtener muestras de
una distribucién objetivo que junto con
los trabajos de Metropolis, permite dar

fluidez y eficacia a la obtencién de
muestras de distribuciones a posteriori
complejas, sobre todo cuando se traba-
ja con alta dimensionalidad.

Enfoques Estadisticos

El Objetivo del analisis estadistico es la
inferencia, que intuitivamente se puede
definir como el proceso de aproximar o
estimar qué P € P genera los datos o
bien, verificar o refutar alguna hipétesis
acerca de la verdadera medida ~.

Dependiendo de la naturaleza de la fa-
milia de medidas de probabilidad P, es
posible distinguir tres enfoques en la
inferencia: el enfoque paramétrico, el
no-paramétrico y el semi-paramétrico.

La inferencia paramétrica considera que
cada medida de probabilidad de la fami-
lia, estd indexada por un parametro real
g , escalar o vectorial. En tal caso es-
cribimos: A= {Pz: € €7} gonde ¥

es el llamado espacio de pardmetros, el
cual es finito-dimensional. Es usual su-
poner, en este caso, que a cada medida
de probabilidad se le puede asociar una
funcion de densidad (o cuantia), inde-

xada por e De esta forma surgen los
diferentes modelos estadisticos para-
métricos tales como los modelos Bino-




mial, Poisson, Exponencial, Normal, t-
Student, Slash, etc.

La inferencia no-paramétrica se refiere
al caso cuando no se supone forma al-
guna para las medidas de probabilidad
de la familia P, en tal caso puede consi-
derarse como conjunto de indices al
conjunto de todas las funciones de dis-
tribucion F de interés, el cual es usual
denotarlo por p = { PF: F € F}, g5 el
espacio de parametros es infinito-
dimensional.

.Finalmente. se ha adoptado en llamar
modelos estadisticos semi paramétri-
cos, a aquellos modelos que toman en
consideracion, tanto parametros finito
dimensionales, como infinitos dimensio-
nales, considerando habitualmente una
estructura jerarquica en su definicion.

Modelo Bayesiano
|

El modelo que se desarrollé en este
trabajo y sus posibles extensiones son
modelos multivariantes con una estruc-
tura jerarquica Bayesiana, es asi, que
se mencionaran algunas caracteristicas
y conceptos que son utilizados en ellos.

Un modelo estadistico es un trio forma-

do por: (¥ A;Pf.% ) donde Y, es el espa-
cio de posibles observaciones, A es la

7 .4lgebra asociada a Yy P es una

familia de posibles medidas de probabi-

lidad indexadas por un parametro g y
definidas sobre (Y; 4) = Q.

Definicién.
El modelo Bayesiano en su forma més
sencilla consiste de un parametro o

vector de paréametros desconocido g
aleatorio, con © £ ¥ donde 9 es el
espacio paramétrico de valores para e :

el cual también tiene asociado una &
algebra y una distribucion a priori [] de

0 , perteneciente a alguna familia de
distribuciones posibles, con una medida
de probabilidad asociada, dada por el
conocimiento o experiencia del experto.

Una forma simple y Gtil de visualizar el
modelo Bayesiano es en dos etapas o
jerarquias, la primera corresponde al
modelo observacional o verosimilitud y
la segunda a la distribucién a priori, es
decir:

Los modelos jerdrquicos son preferidos
por diferentes razones, entre ellas es-
tan:

1. En andlisis de meta poblaciones, es
decir en estudios de aquellas poblacio-

&




nes que a su vez se subdividen en sub-
poblaciones.

2. En el @mbito no informativo, los mo-
delos jerarquicos le dan robustez a las
estimaciones (Berger, 1985)[4] y en
muchos casos se trabaja con distribu-
ciones no informativas relacionadas con
distribuciones conjugadas.

3. Un tercer caso, la formulacién jerar-
quizada puede flexibilizar el procedi-
miento computacional.

*®

Métodos Computacionales

La inferencia en los modelos Bayesia-
nos radica sustancialmente en la infor-
macion que la distribucion a posteriori
nos entregue, entre ellas podemos
mencionar: medidas de tendencia cen-
tral, medidas de variabilidad, intervalos
de credibilidad, distribuciones margina-
les, factores de Bayes, etc; dichos re-
sultados involucran célculo de Integra-
les que tienen la misma dimensién de
los pardmetros a estimar, con lo cual la
dificultad para obtener los resultados
se vuelve compleja; es asi, que se han
desarrollado mecanismos para simplifi-
car estos procesos. Entre ellos destaca-
remos el algoritmo de Gibbs Sampling y
el de Metropolis Hasting (casos particu-
lares de MCMC).

El método de Gibbs debe su populari-
dad, al hecho que en muchos modelos
estadisticos la distribucion condicional a
posteriori completa

S0, 1,6,k # j)es posible de si-

mular. Ocurre sin embargo, casos en
donde esto no es posible y por ello se
hace necesario contar con otros méto-
dos MCMC alternativos (posiblemente
el mas genérico de estos esquemas es
el de Metropolis).

El muestreador de Gibbs y el esquema
de Metropolis-Hasting son por cons-
truccion invariantes con respecto a la
distribucion a posteriori buscada. Lo
que uno debe verificar entonces son la
aperiodicidad e irreducibilidad de la ca-
dena, siendo esta Ultima la mas critica
pues en ocasiones es posible encontrar
un subconjunto de estados, tales que,
la cadena simulada entre en ellos sea
improbable salir y el algoritmo por tanto
se entrampe en ese punto sin llegar a
converger. En la practica, mas impor-
tante que establecer convergencias
tedricas, es reconocer la convergencia
préactica; es decir juzgar cuantas transi-
ciones M debe de ser suficientes como
para obtener promedios ergddicos que
estén cerca de la media deseada. Una
vez finalizada esta etapa se comienza el
proceso de Inferencia para el o los pa-
rametros o modelos en cuestién.



Comparacion de Modelos

Si se desea comparar varios modelos
para determinar cual de ellos posee
mayor precision en sus estimaciones o
en su capacidad de prediccion, existen
variados métodos, dentro de ellos po-
demos mencionar: Criterio de Informa-
cion Bayesiana (BIC), Criterio de In-
formacion de Akaike (AIC), Criterio de
Informacién de Devianza (DIC),y Crite-
rio de Minima Pérdida Predictiva a Pos-
teriori (D), entre otros, en particular se
usoé el BIC, el DIC y pd para realizar las
comparaciones de modelos y sus gra-
dos de complejidad.

Modelos Bayesianos
Bajo Independencia

El muestreo en varias etapas es fre-
cuentemente usado en analisis de po-
blaciones humanas, (Kish, 1965)[15],
describe un muestreo en tres etapas de
extraccién, en el cual una muestra de
paises es extraida en una primera eta-
pa, una muestra de bloques (estratos)
es extraida de la muestra de cada pais
como segunda etapa, y luego de cada
bloque, se extrae una muestra como
tercera etapa. Ademas, en cada etapa
se utiliza un muestreo aleatorio simple,

y se procede a realizar todas las esti-
maciones de las cantidades deseadas
de acuerdo al interés del estudio.

En este trabajo se asume que el diseno
del muestreo y la obtencién de la mues-
tra fue previo al andlisis que sigue, de
tal manera que se cuenta con k subpo-
blaciones de un total de K y de cada
una de ellas fue extraida una muestra

de tamano n;, completando un total de

n observaciones muestrales de la su-

r
perpoblacién, es decir, Zn, =n.
i=1

Se utilizaron algunos supuestos inicia-
les basados en un trabajo realizado por
Scott & Smith (1969)[19], cuyo objetivo
es realizar estimaciones en poblaciones
finitas. No obstante este trabajo se
abordé desde el punto de vista de po-
blaciones infinitas, donde el muestreo
se desarrolla en varias sub-etapas, con
una estructura de correlacion dentro de
las subpoblaciones y no correlacion fue-
ra de ellas.

La variable de interés se denot6 por y,
con n; elementos muestrales, donde,
Yitses Vi » denota una muestra de la
i-ésima subpoblacién.

Para especificar el modelo para la
poblacion de elementos, el disefo esta-
ré dado bajo los siguientes supuestos:




S1: Los elementos del i-ésimo cluster,
estan no correlacionados y tienen dis-

tribucion Fi, con media s, y varianza
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S2: Las medias entre los cluster estan
no correlacionadas y tienen distribucién

G con media Vv y varianza O ".

Estos supuestos son equivalentes a
especificar una superpoblacién, desde
la cual, una poblacion finita ha sido ex-
#raida y puede ser expresada en térmi-
nos del concepto de permutabilidad de
de Finetti's (Ericson, 1968)[12].

En el modelo planteado se presenta la
permutabilidad entre los elementos de
cada subpoblacion y entre las medias
de los clusters.

Considerando lo anteriormente expues-
to, en este trabajo la distribucion F esta
dada por una mezcla de distribuciones
normales, para dar mayor flexibilidad al
modelamiento. G es una distribucion
normal y el parametro de localizacion
de esta Ultima, en algunos casos sera
una constante conocida y en otros se
asumird como variable aleatoria con
una distribucién a priori normal, con
media cero y varianza grande (mayor o
igual a 1000).

No obstante, el interés principal de este
trabajo fue estimar las medias y varian-
zas de cada subpoblacién.

Modelo normal
heterocedastico
con variable auxiliar

Uno de los fines principales de este
trabajo es la de poder realizar inferen-
cia en subpoblaciones con observacio-
nes modeladas con distintas distribu-
ciones. De esta manera, se introduce

una variable auxiliar u; la que nos per-

mite trabajar con mezcla de normales,
asi, la forma de la variable aleatoria que
modela los datos, dados los parémetros
de interés que son la media y la varian-
za, podra ser representada estocésti-
camente como:

tal que u, es independientes de z,,

u,; distribuye G con G(0) = 0.

Modelo t-Student
heterocedastico

Al flexibilizar las varianzas asumiéndo-
las distintas para cada subpoblacién,
modelando sus distribuciones a priori

como IGamma con parametros a,,b,,

respectivamente y modelando las u,



con una Gamma. Se obtiene el siguien-
te modelo jerarquico:

Donde &°, a,, b, son constantes
.reales conocidas y positivas, @ > 2, de

i =1,...,k.

Luego las distribuciones condicionales
para el algoritmo Gibas Sampling estan
dadas por:

Algoritmo 1

Donde A4,, B, C,, estan especificadas
en la seccién anterior reemplazando

2 2
O~ por O',- Yy

Modelo Bayesiano
Correlacionado

En esta etapa se trabajo el modelo pro-
puesto anteriormente estableciendo la
existencia de correlacion al interior de
cada subpoblacién y no correlacién en-
tre ellas.

Para especificar el modelo para la po-
blacion de elementos, el diseno estara
dado bajo los siguientes supuestos:

S1: Los elementos del i-ésimo cluster,
estan correlacionados, con distribucion

Fi, de media u; y varianza Z .

S2: Las medias u,,..., 14, ., estédn no
correlacionadas, con distribucion G, de

media V y varianza &°.

Tenemos que E(y,)=u, y

Donde ¢; actia como una medida de

dispersion, la que asumird un valor real
positivo y por lo tanto nuestra matriz de
varianzas-covarianzas queda de la for-
ma:




Dicha estructura, presenta algunas difi-
cultades para obtener las distribuciones
a posteriori y desde luego realizar las
gstimaciones. Es asi, que ademas de la

variable auxiliar u, de la seccién ante-
rior, se introduce una variable aleatoria
w;, para incluir el factor de covarianza

en el modelamiento y poder aplicar el
esquema de Gibas Sampling.

La variable W, actuard como una com-

ponente aditiva a la media del modelo
de los datos y en el modelamiento de

esta, se incluira la covarianza ¢, como

una medida de dispersion, con el objeti-
vo de poder realizar las estimaciones
correspondientes bajo esta estructura.

Wi H'“i’

Vi=look, y Vj=l..n;

it

Se asumid que
ade-

mas la variable aleatoria w, distribuye

. _ -1
normal con media O y varianza u; c,

i

de i=1,...,k, j=1,.,n. Paratodos
los efectos, w, denotard el vector de
componente aditiva a los datos de di-
mension A1, .

Asi, la media de la distribucién marginal
para yi para el modelo t-Student bajo

una estructura de correlacién esta dada
por:

Ccuya varianza es:

Viv V(E(yi|p;. wi.u

Condiciones para la covarianza son las
siguientes:

1. Se asume que entre dos variables
hay correlacién positiva p, si existe
una constante positiva &, tal que:
&< p<1. Un criterio estandar, para

que exista correlacion positiva significa-
tiva entre dos variables, es que esta se



encuentre entre 0,5y 1(a menos que se
ocupe un criterio mas amplio), luego
entre las varianzas y la covarianza se

1-¢
S

debe cumplir que, 0 < o,” < -C;

para subpoblaciones heterocedéasticas
con covarianzas distintas o que él

max{oi2}<l_

*C;; para covarian-

zas iguales entre las subpoblaciones,

Vi=l..k

2. En el caso de querer ampliar el mo-
delamiento respecto de la covarianza,
es decir, en caso de desear analizar
covarianza negativa, la restriccion para

& 2

O-i
<¢ <-——-0/,
2 1+ &

estas es: —

0]

S

max{—a,2 /2} <c<min{——— -0',.2}
14+&

' Vi=l...k con 0<&<]1. De

esta forma se propone como solucion
para las estimaciones, el mecanismo
MCMC.

3. Si la varianza es muy grande, la co-
varianza podria flexibilizar su rango,
admitiendo la posibilidad de modelarla a
través de una distribucién normal en el
esquema Bayesiano.

Modelo t-Student
heterocedastico

En este modelo se asume la aleatorie-
dad de la variable auxiliar u;, a través
de un modelo Gamma al igual que en el
caso anterior, y la variable w, especifi-

cada, de esta manera se obtiene una
distribucion t-Student para la marginal

Y, la que se expresa de la siguiente

manera:

Donde

¥i=¢1l, +07],

Luego el modelo jerarquizado bajo una
estructura de correlacién esta dado por:

G( /2, ¢/2)
1Gles, fi)

o; | a;, 0; ~ I1G( a; . b,).

Con a,,b,,e, f,,0,pcIR",velR

constantes conocidas.

f @




Algoritmo 2

wi, w; ~ IG | - iy Hy )
Mor lo tanto las distribuciones Condi-
cionales completas obtenidas para el
algoritmo Gibbs Sampling son:
Con,
il 0~ s = |V — W 4 .T:’. ) s A=
A; = ‘ , b; = — -
T i Y- 4+ T it 1 N= — 77
(Uii - Ji) T' f
P;‘. — - ) — D
{ - ,"T‘— i i | ¢ . . ,T._
> = f;\ +—= « (1 }_ (7] — (p; + w;;) —|
) i
Yy pi 1 W - w . &
- -2 T T F '\\'J‘ = = _’!
Bl; = . H, = )

Simulaciones

El objetivo en esta etapa, es apoyarnos
de procesos de simulacién para ejecu-
tar nuestros procedimientos y asi poder
inspeccionar las condiciones que debe

poseer el sistema para realizar estima-
ciones apropiadas.

Las simulaciones son comunes hacerlas
bajo varios escenarios, las que nos




permiten analizar comportamientos de
los elementos involucrados, medir la
efectividad de los procesos respecto de
condiciones dadas y evaluar su factibili-
dad.

Estas permiten medir el impacto de
cambios en el proceso, mejora el cono-
cimiento de este y enriquece la toma de
decisiones, sobre todo cuando se les
quiere aplicar a situaciones reales.

Dentro de los elementos claves que
ayudan en el desarrollo de un modelo
de simulacién, se encuentran:

1. Tamano de corridas adecuadas.

2. Especificaciones claras de las varia-
bles involucradas.

3. Relaciones adecuadas entre los ele-
mentos del sistema.

4. Andlisis constante del comportamien-
to de los resultados obtenidos.

5. Realizar los ajustes necesarios den-
tro de las especificaciones establecidas
para comprobar la mejora de resulta-
dos.

6. Reportar debilidades y fortalezas del
sistema.

En la ejecucion de las simulaciones se
consideraron algunos aspectos, dentro
de los cuales se destacan:

1. Se realizaron variadas simulaciones,

con condiciones iniciales arbitrarias con
dos subpoblaciones.

2. Los valores de los hiperparametros
de las prioris fueron similares para es-
tablecer posibles comparaciones.

3. Las simulaciones se realizaron para
cada uno de los modelos con tamanos
muestrales distintos.

4. En general el nimero de iteraciones
fue alto para garantizar convergencia
de las cadenas.

5. Se elimind un porcentaje inicial de la
cadena, asumiendo un maximo dentro
del andlisis como criterio estandar (en
algunos casos pudo ser menos), para
disminuir el efecto de condiciones ini-
ciales.

6. Una vez eliminado una cantidad ini-
cial, del porcentaje restante de la cade-
na se realiz6 un muestreo sistematico,
para obtener la convergencia de estas,
utilizando los test de Raftery and Lewis,
Heidleberger and Welch y Geweke. No
obstante los resultados que se presen-
tan en las tablas, estan dados en gene-
ral con muestreo cada 10, al utilizar el
test de Raftery and Welch en algunos
casos falla la convergencia de las va-
rianzas.

Para los modelos independientes los
valores de hiperparametros que se op-
taron para la simulacion, fueron:

R




¢»=10,a, =a, =5,
Con estos valores, la priori de las me-
dias, quedd centrada en 10 con varian-
za 100, las prioris para las varianzas de
las poblaciones 1y 2, quedaron centra-
das en 1.75y 1.5 con varianzas de 1.02
y 0.75 respectivamente.

Los valores de parédmetros utilizados,
para realizar las comparaciones versus
las estimaciones fueron:

(e = —99.4423. 1o = 60,9660,

En el modelo bajo Independencia se
realizaron 30 veces 50 simulaciones
para medir la calibracién de estos (con
10000 iteraciones) con distintos tama-
nos muestrales, cuyo reporte final, se
obtuvo con, ni = 30; 60; 100 observa-
ciones, que se indica en el cuadro 1.
Ademés bajo pérdida cuadratica, las
estimaciones para los pardmetros, junto
con el error, estan dadas por la media y
la varianza de la distribucién a posterio-
ri (estimada), que se obtienen de las
cadenas, junto con el resultado de su
intervalo de credibilidad.

Las estimaciones que se presentan a
continuacion se realizaron con 100000 a
150000 iteraciones, de ellas se elimina-
ron el 20 por ciento inicial y se realizd
un muestreo sistematico de las cadenas
usando MCMC para realizar las esti-
maciones y/o analizar la convergencia

b=7.b,=6, v=10, 5> =100.

de estas. Los largos que se emplearon
fueron cada 10, 20 o 25 de ellas, valo-
res extremos para que cada una de
ellas presentara convergencia.

Obtenida la muestra de la iteracion tes-
teada se realizaron las estimaciones.

Estimaciones

Cuabro 1: AJuste DE M oDELO
T-STUDENT IND.

Criterio N° de Obs. t-Student
DIC 30 186,3018
: 60 i  400,3599

: 100 642,2035

Pd 30 i 1,241
: 60 : 0,7341

: 100 0,4998

BIC 30 207,7842
; 60 i 4256301

100 |  653,3115



CuADRO 2: E STIMA CIONES cON M ODELO T-STUD ENT

FiGURA 1:D. P OSTERIORI EN EL M ODELO T-STUDENT
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varianza 1

Parametro N° de Obs.g Media Desuv. est IC
uo 30 | 992633353 | 0,127438456 | -99,5240903 | -99,015602
' 1-9944233 60 -99,373233 | 0,077265866 : -99,5291837 : -99,227343
: © 100 -99,475404 | 0088414478 | -99,6423434 | -99,293704
: 30 60.8641464 i 0,166189681 | 605399535 :  61,200805
Ay 6096605 60 61061092 | 00989714 ;| 608658511 i  61,25798
. 100 60,980657 i 0,092039633 i 60,7970204 i 61,161044
2 5 30 07688306 : 0217308352 ;| 0,4161809 :  1,202117
iy 1 60 1,176835 i 0312293324 | 06327922 |  1,808733
. 100 1376123 | 0,39592596 : 06719182 | 1877684
3 | 30 14569290 | 0470822026 : 06671733 |  2,435665
g, 1.2 60 1690704 | 0475130675 ;| 0769715 |  2,557025
: : 100 1424064 i 0422127737 i  0,6673381 2,22171
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Estimaciones bajo un
Modelo con observaciones
correlacionadas

Dado que los procesos desarrollados en
el capitulo anterior, se asumieron con
covarianza positiva, y considerando las
relaciones con las varianzas respecti-
vas, se considerd un valor extremo infe-
rior para & de 0.38. Es asi, que los va-

lores de los hiperparametros que se
utili®aron en esta etapa, en algunos ca-
sos son similares al caso Independiente,
con algunas variaciones para mejorar
las estimaciones de los mismos, con
una estructura de correlacion.

Los valores utilizados para los Hiperpa-
rametros de la distribucion a priori de
las medias fue de ; por lo tanto la priori

5% =100, v=0, e =g =4 f=f=3

de las medias quedd centrada en O con
varianza 100 y las prioris de las varian-
zas quedaron centradas en 1.25 con
varianza 0.52.

Los valores de parametros utilizados
para realizar las comparaciones respec-
tivas fueron:

Cuapro 3: AJuste DE M oDELO

CORRELA CIONADO

DIC ; 30
: 60

: 100

Pd ; 30
60

: 100

BIC : £
i 60

100

170,093
317,0633
565,3868
0,6632
0,5783
0,5052
204,7153
351,8552
600,325

a=a,=b=b=5 ¢=4,

/’ll — _99’4423’ /‘12 = 60,9660’ O-I2 — 0’9, 0'22 = 0,95, Cl = CZ

Se realizaron 50 simulaciones (30 ve-
ces) con 10000 iteraciones para medir
la calibracion de este, cuyo reporte se
observa en el cuadro 3.

0,6.



CuADRO 4: E STIMA CIONES CON M ODELO T-STUDENT

Parametro N° de Obs.; Media Desv. est IC
o 30 -99,1823711 | 0,641901616 ; -100,3735173} -97,8819423
“1 | .90,4423273 60 -98,9803076 : 0,420805623 ;| -99,7901049: -98,1523699
5 100 -99,404674 ;| 0,259079766 ; -99,9504046: -98,9303442
_ ; 30 59,7709879 i 0628226425 : 58,5638597: 61,0310074
4 | 60,9660504 : 60 60,8220986 i 0,388038498 |  60,024791: 61,5408557
i 100 60,5782231 : 0,340136698 ;| 59,9068715: 61,2510049
. ; 30 1,0972895 i 1261788849 |  0,2386109:  2,347862
oy 0.9 60 09729415 | 0420100321 | 0,3888181:  1,785174
: 100 09160923 | 0,380649156 |  0,33488481  1,656621
: 30 1,0598901 | 0491689129 |  0,3648663: 1934941
% 0,95 : 60 0.958282 :  0,40782983 ! 035908  1,755087
i 100 09689479 i 0475496425 |  0,3270357:  1,861962
; 30 0682589 : 0,343030319 |  0,2244977:  1,349511
l 0,7 : 60 06793544 i 0307296713 |  0,2287144:  1,273935
100 06403724 i 0269277069 ;| 0,2177027:  1,163145
N ; 30 07389347 i 0,344017732 |  0,2380541:  1,391009
e 06 60 06819921 | 0305641718 | 0240162  1,313654
{100 06752505 | 0,325223062 | 02173254}  1,322658
Conclusiones generales rrelacién entre observaciones de sub-
poblaciones independientes entre ellas,
no obstante, se realizaron ambos casos
Una conclusion fundamental que se para establecer comparaciones.

puede establecer, es que el uso de
técnicas Bayesianas permiten resolver
con cierta comodidad un problema
complejo.

En el presente trabajo, se realizd6 un
anélisis bayesiano para poder obtener
estimaciones de parametros desconoci-
dos, en una primera etapa bajo el su-
puesto basico de no correlacién y como
segunda etapa bajo el supuesto de co-

En ambos modelos expuestos, se utili-
zaron distribuciones a priori usuales
(familia conjugada) para los parametros
de interés, como también para las va-
riables utilizadas para realizar el proce-
so, dentro de las cuales estan las dis-
tribuciones normales para modelar me-
dias y la distribucién gamma o Ilgamma
para modelar varianzas.




El modelos asociado a los datos fue t-
Student, no obstante es posible traba-
jar de manera simple con modelo Nor-
mal, y slash, dando un grado de flexibi-
lidad al proceso. Se obtuvieron las fun-
ciones de verosimilitud y las ecuaciones
para aplicar Gibas Sampling, esto dlti-
mo dada la dificultad analitica en obte-
ner las distribuciones a posteriori de los
parametros. De esta manera se pudo
desarrollar la implementaciéon de los
alggritmos establecidos y asi mediante
el muestreo de las densidades a poste-
riori generadas por las cadenas via si-
mulacion, obtener las estimaciones de
los estimadores de méxima verosimili-
tud (estimadores de Bayes).

Las estimaciones obtenidas mediante
los supuestos de independencia y bajo
correlacion son igualmente satisfacto-
rias, claro esta que cuando se aumenta
el tamano muestral el(o los) modelos
bajo independencia, tienden a ser mas
Optimas.

Los resultados de calibracién de los
modelos  independientes  resultaron

adecuados, no obstante en los modelos
bajo correlacién dicha calibraciéon se
presenta menos eficiente. Cabe hacer
notar que el objetivo es detectar corre-
lacién y/o estimar correlaciones entre
observaciones, por lo cual el mecanis-
mo se vuelve mas complejo en su im-
plementacién y por tanto las simulacio-
nes deben ser mas trabajosas en el
proceso.

Dentro de un proceso de Inferencia
usual, aplicada a datos reales, uno po-
dria estar interesado en determinar la
independencia de las observaciones (no
obstante depende de la investigacion
en si), claro esta, que para hacer anali-
sis de correlacion entre observaciones
en el método clasico, habrd que tener
muchas réplicas de ellas, lo cual no es
usual por diferentes motivos. Asi, el
enfoque Bayesiano nos permite deter-
minar o analizar la existencia o no de
dicha correlacion con la misma muestra
de observaciones.
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